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Wirujący krążek

Parametry modelu i metody

a=0.25 m, b=1 m

E = 200 GPa, ν=0.3

ρ = 7 800 kg/m3

ω = 100 rad/s

Płaski stan naprężenia

Kwadratowe elementy brzegowe

Trójkątne komórki wewnętrzne

Liczba elementów: N=32, 64, 128

Liczba komórek: M=124, 622, 2062

w = 5, 10, 15

Liczba komórek w liściu drzewa:

MEB/SWMEB: 10
SWMEB: 20, 80, 200
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Wirujący krążek

Czas analizy
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Czas analizy MEB/SWMEB jest krótszy w porównaniu z czasem MEB
dla N +M = O(102).
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Wirujący krążek

Pamięć
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Pamięć wymagana do analizy SWMEB jest większa w stosunku do
pamięci MEB.
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Wirujący krążek

Względny błąd średniokwadratowy:

ε (f num) =
1

max|f e |

√√√√ 1
n

n∑
i=1

(f numi − f ei )2 · 100% (1)

Wyniki MEB/SWMEB

Model
no.

ε(ur ),% ε(σt),% ε(σr ),%

w = 5
w =
10, 15

w = 5
w =
10, 15

w = 5
w =
10, 15

1 0.23 0.23 0.24 0.24 2.39 2.30

2 0.06 0.05 0.10 0.07 0.91 0.62

3 0.02 0.01 0.11 0.03 0.51 0.16

Zastosowanie SWMEB tylko do obliczenia potencjału objętościowego wprowadza mały
błąd rozwiązania.

dr inż. Jacek Ptaszny — Przykłady analizy. Część 2. 7/37



Wirujący krążek Tarcza hamulcowa Tarcza z otworem Koło zębate Literatura

Wirujący krążek

Względny błąd średniokwadratowy

ε
(
f num

)
=

1

max|f e |

√
1

n

n∑
i=1

(f numi − f ei )2 · 100% (2)

Wyniki SWMEB

Model
no.

ε(ur ),% ε(σt),% ε(σr ),%

w = 5
w =
10, 15

w = 5
w =
10, 15

w = 5
w =
10, 15

1 2.11 2.10 5.44 5.42 4.33 4.30

2 0.44 0.44 1.62 1.63 6.66 6.54

3 0.31 0.31 1.90 1.90 5.41 5.24

Średni błąd naprężeń jest rzędu 1% i jest spowodowany zastosowaniem szeregów do
obliczenia potencjałów brzegowych.

dr inż. Jacek Ptaszny — Przykłady analizy. Część 2. 8/37



Wirujący krążek Tarcza hamulcowa Tarcza z otworem Koło zębate Literatura

Plan prezentacji

1 Wirujący krążek

2 Tarcza hamulcowa

3 Tarcza z otworem

4 Koło zębate

5 Literatura

dr inż. Jacek Ptaszny — Przykłady analizy. Część 2. 9/37



Wirujący krążek Tarcza hamulcowa Tarcza z otworem Koło zębate Literatura

Tarcza hamulcowa motocykla
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Tarcza hamulcowa motocykla

Parametry modelu i metody
Grubość g=5 mm

E = 200 GPa, ν=0.3

Współczynnik tarcia kinetycznego
µ = 0.5

Nacisk wywierany przez klocki
p = 1 MPa

PSN

Kwadratowe elementy brzegowe

Sześciowęzłowe komórki wewnętrzne

Liczba elementów: N=1313

Liczba komórek: M=770

Liczba składników szeregu: w = 5, 10
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Obciążenie i podparcie układu

Pole sił objętościowych

b1(x1, x2) = −
2µp

g

x2√
x21 + x22

, b2(x1, x2) =
2µp

g

x1√
x21 + x22

, (x1, x2) ∈ Ωb (3)
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Weryfikacja modelu

Porównanie z wynikami MES uzyskanymi dla modelu przestrzennego

Przemieszczenia poziome
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Przemieszczenia pionowe
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Przemieszczenia punktów leżących na obwodzie tarczy
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Weryfikacja modelu

Wyniki analizy MES Wyniki analizy
SWMEB

Naprężenia redukowane Hubera, MPa
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Czas analizy i wymagana pamięć

Czas analizy i pamięć

Metoda
Względny czas analizy

Pamięć, MB
całkowity potencjału objętościowego

MEB 1.00 0.36 211.5

SWMEB, w = 5 0.89 0.05 30.8

SWMEB, w = 10 1.82 0.06 31.5

SWMEB jest bardziej efektywna niż MEB ze względu na czas analizy
i wymaganą pamięć komputera.
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Wyniki naprężeń

Parametry modeli MEB i MES

Model
Liczba elementów
brzegowych

Liczba komórek
wewnętrznych lub
elementów
skończonych*

Liczba stopni
swobody

MEB 1313 770 5 252

MES - 39 538 218 298

*czworościenne 10-węzłowe elementy skończone dla modelu MES

Max. naprężenia redukowane

Metoda Naprężenia, MPa

MEB 30.387

SWMEB, w = 5 30.321

SWMEB, w = 10 30.395

MES 29.074

Układ może być zamodelowany
jako płaski, i analizowany za
pomocą SWMEB bardziej
efektywnie niż za pomocą MEB
i MES.
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Tarcza z otworem

Parametry modelu i metody

a = 1 m, r = 0.1 m

E = 200 GPa, ν=0.3

p = 100 MPa

Płaski stan naprężenia

Kwadratowe elementy brzegowe

Trójkątne komórki wewnętrzne -
wizualizacja

Trzy przypadki dyskretyzacji

MEB - wielkości brzegowe,
SWMEB - naprężenia wewnętrzne

w = 5, 10, 15

pr

a

a
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Dyskretyzacja

Parametry modelu

L.p.
Liczba elementów
brzegowych

Liczba punktów
wewnętrznych

1 56 592
2 120 2220
3 220 10672
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Sprawdzenie wyników

Energia sprężysta

U =
1
2

∫
Ω

σTEσ dΩ (4)

E - macierz podatności materiału
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Sprawdzenie wyników

Naprężenia redukowane wg hipotezy Hubera, MPa

w=5 w=10
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Czas analizy
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BEM, system of equations
FMBEM, stress, w=5
FMBEM, stress, w=10
FMBEM, stress, w=15
BEM, stress

Zastosowanie SWMEB w analizie naprężeń wewnętrznych może zredukować
czas obliczeń o rząd wielkości w stosunku do czasu MEB.
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Pamięć
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Wymagana pamięć SWMEB jest większa w stosunku do przypadku MEB z
powodu konieczności zapisu struktury drzewa.
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Koło zębate o zarysie ewolwentowym

Parametry uzębienia

Liczba zębów 40
Moduł normalny 2 mm
Kąt przyporu 20o

Średnica podziałowa 80 mm
Wysokość zęba 4.5 mm
Promień zaokrąglenia zarysu u podstawy zęba 0.4 mm
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Parametry układu

Liczba zębów koła współpracującego: 80

Siła obwodowa działająca na styku kół
tocznych: Fo = 2670N

Pojedynczy ząb obciążony siłą powierzchniową,
określoną teorią Hertza: pmax = 602.7MPa,
b = 0.1mm

E = 200 GPa, ν = 0.3

PSO

Długość elementów brzegowych na brzegu
zewnętrznym ≈ 2b
Liczba składników szeregu: 5, 10

Utwierdzenie na brzegu wewnętrznym

Dyskretyzacja fragmentu obszaru w celu
wizualizacji naprężeń
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Porównanie z wynikami MES

Modele MES (MSC.Patran/Nastran):

1 Model całego koła z węzłami brzegowym rozmieszczonymi tak samo jak
w modelu MEB, obciążony tak samo jak model MEB.

2 Model pojedynczego zęba, odpowiadający zdyskretyzowanemu obszarowi
modelu MEB, z liczbą węzłów brzegowych dziesięciokrotnie większą
w porównaniu z modelem 1.

Parametry modelu MEB

Liczba Wartość

Elementów brzegowych 2688

Punktów wewnętrznych 1099

Komórek wewnętrznych 572

Stopni swobody układu 10 752

Parametry modeli MES

Nr Model
Liczba
elemen-
tów

Liczba
stopni
swobo-
dy

1 Całe koło 28 278 118 008

2
Pojedynczy
ząb

14 831 15 646
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Weryfikacja wyników przemieszczeń

Przemieszczenie poziome naroży A zębów
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Przemieszczenie pionowe naroży A zębów
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Weryfikacja wyników naprężeń

Naprężenia redukowane Hubera
(MPa) wyznaczone SWMEB

Naprężenia redukowane Hubera (MPa) wyznaczone MES:
a) model 1., b) model 2.
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Porównanie naprężeń

nkl
Naprężenia Hubera-Misesa w punktach B, C i D

Metoda
Naprężenia redukowane (MPa) w punkcie

B C D
SWMEB, w = 5 160.2 137.3 547.0
SWMEB, w = 10 160.4 137.4 547.0
MES, model 1. 152.6 130.3 341.3
MES, model 2. 157.4 137.1 544.1
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Porównanie naprężeń

Naprężenia Hubera-Misesa w punktach B, C i D

Metoda
Naprężenia redukowane (MPa) w punkcie

B C D
SWMEB, w = 5 160.2 137.3 547.0
SWMEB, w = 10 160.4 137.4 547.0
MES, model 1. 152.6 130.3 341.3
MES, model 2. 157.4 137.1 544.1

SWMEB jest metodą dokładniejszą od MES, w analizie tych samych układów,
oraz przy tym samym stopniu dyskretyzacji brzegu. Liczba stopni swobody
modelu MEB jest przy tym o rząd wielkości mniejsza, w stosunku do modelu
MES.
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